SPIS TRESCI

PrZEAMOWAL....uueeueueeenruetntreteeettteeseesesestrttteesessarsasnssssssssssssssssassntantanenesnanessssssssssssaasasans
SPIS OZNACZOMcciiicisnusssisuiinisesisisssnassasantvrsesivnnssrassnstassssssnresssstsossnsisnsnsesassssssosssosssansess
NOLAC A uieiisssnnrnsssnsasnisasssnssniasanssensisestasssssansensassansssessanstssssnetsasastesssssssastnssantinessanansss
WV SEEP - eeceennnnenensensensenrsnsenmaisnneietiemintaniesmtesesnmsrsansssssssessssssssestenstnsteesnsersesassnssassssnssassnns
KT @MY nmiwmuisnsnssssssssnnsssns s sas s 98 (F s S H o 0SS ARR TSR ST ar s e SO e AN AP NS AV SR es s eR e B eneoasnatsss
2.1 Wprowadzenie
2.2 Opis materialny i Opis PrzestrZeNNY....cccicsieessumsiiisessmsssissremsnivnssssassssinassnn 28
2.3 Miary deformacji......c.occeeiveiiiiiiinniiinccies
2.3.1 Gradient deformacji
2.3.2 Gradient przemieszczenia
233 Tensor deformacji.....cccccoceeeeiiieeiiici e
2.3.4 Tensor odksztatcenia......cccccceviiiiiiiiiiiiiiie
2.3.5 Miary deformacji — podsumowanie
2.3.6 Interpretacja sktadowych materialnego tensora odksztatcenia............... 47
2.4 Rownania geometryczne (KInematyCzne):: .uisswsisssminsrevssssesmssusansssvasasssasmens 49
2.5 Teoria mratych: odksztatcen.......ccommmmmmsanimmimm s 51
2.5.1 Tensor matych odksztatcen i tensor matych obrotow.........ccocoooiiinn 51
2.5.2 Uzasadnienie dla stosowania teorii iNiowWej........ccccocciieiiiiiiiiiiiinn, 52
2.5.3 Zwigzki geometryczne Cauchy'@g0.......cccciiiiininiciciccieee 53
25.4 Interpretacja sktadowych tensora matych odksztatcen............cooeine 53
2.5.5 Interpretacja sktadowych tensora matych obrotow..........ccccooeeiiin 58
2.5.6 Inne warianty UpProszczonej teOrii....ccccoiiivnureeriiiiiniiiniir e 60
2.6 Zmiana dfugosci krzywej w wyniku deformacji sprezystej.........cccoeeiiiinins 61
2.7 Zmiana kata miedzy wtoknami w wyniku deformacji sprezystej.................... 61
2.8 Zmiana objetosci w wyniku deformacji Sprezystej........coooeieiiniiniiiiiinninn 62
2.9 Zmiana pola powierzchni w wyniku deformacji sprezystej........c..cccovevieniens 64
2.10 Uogodlnione miary odksztatcenia.......cccoccvviiiiiiiiiiiiiiiiiic e
2.10.1 Uogélnione tensory odksztatcenia Setha—Hilla
241 Miary predkosci deformacji........ccccocoviiiiiiiiiiiiiinnns
212 Warunki nierozdzielnosSCi.......oovvveiiiiiiiiiiiiiiiiie e

2:12.1 Warunki nierozdzielnosci dla duzych odksztatcen

2.12.2 Warunki nierozdzielnosci dla matych odksztatcen
2;13 PO S UM OWBNTE 55555355 me8serswa75s 57 590555 085 R 05 55 TR BB 64 e s s e s
Statyka i dynamika.....cocooivireiiiiininnsinieniiniiiinesiieieiames s
3.1 235903 ZACHOWANIG TTVASY: crr e mamswn momenmrmmsnn s 55845 F R AR S A AB RO PAGSV S SR AR ORT

2 B I | ROWNANIE CIgBIOSCI. eivveieieeiieeiieie et
3.2 SitY 1 NAPIEZENIA....iieiiiiiiii et

3.2.1 SIY ZEWNEBLIZNE. ..ceiii e

3.2.2 SV WeWNEErZNuysissirmmsmmummsmmsssmsams sirss s s sser e s save

3.23 Uwagiidodatkowe o sitach:umsmmsmmms s o ssens
3.3 Zasady dynamiki Newtona dla osrodka ciggtego........cccoovirniniiinniiinne.
34 TONSOr AP LEZENNA. « corn cnvns s ennesansasnsonnnsin 54538 T8T 0TS ETR =R 4RSS TR SHR RS

3.4.1 Warunki czworoscianu................

3.4.2 Tensor naprezenia Cauchy'ego.........

3.4.3 Niezmienniki tensora naprezenia



3.4.4 Naprezenia gtéwne i kierunki naprezen gtownych............cccocevevveeveennn.
3.4.5 Wybrane przypadki stanu naprezenia

3.5 ROWNANIa MUCHU  cussumsmssssmmsmsvmsmmassssssumsimssasimssssssmsiss s ivhaes
3.5.1 Zasada pedu — réwnania ruchu w opisie przestrzennym
3.5.2 Zasada kretu — symetria tensora naprezenia Cauchy'ego
3.5.3 Warunki graniCzne............oocuveeeeeeeeceeeeeeeeeeeesnnn.
3.5.4 Rownania ruchu w opisie materialnym
3.5.5 Naprezenia nominalne — tensor naprezenia Pioli—Kirchhoffa 1
PO ZBIUL e insnannmnnssensnswaimssisasamonsos sy s 5845 03855 S A S S SRS A 107
3.5.6 Zasada pedu, zasada kretu i rownania ruchu w opisie materialnym....... 108
3.5.7 Symetryczny tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa 2 rodzaju..................... 110
3.6 Alternatywne miary NAaprEZeNia.........c..cveieeuereeeeeeeeeeeeesee e e eeeee e eeeenens 112
3.7 Rézne miary naprezenia w opisie materialnym i przestrzennym................... 112
3.8 2 eTs [ VT3 a5, Vi=] 1 1] < om0
4 Roéwnania konstytutywne i energia Sprezysta.......ccceccceeeeeciiieeiecieeeeseeesssneseeessesnesens
4.1 Postulaty materialowe............cccoiiiiiineie e
4.1.1 Zasada determiNiZMU........ccceoieiieiiieee e eeeee s
4.1.2 P 11 1o E I (o] To o A oS P SOOI
4.1.3 Zasada obiektywnosci materialnej.........cccoocoevvvviiiiiiiiei
4.1.4 Teoria pierwszego gradientU. s s swunssaiivesesmaassiisiossnisonts
4.2 Jednorodnose i iZotropia. «..eswsssmsusmisosss
4.3 Materiat Sprezysty.cq s
43.1 Materiat hipersprezysty.
4.3.2 Materiat Hooke'a — materiat liniowo-sprezysty
4.4 Doswiadczalne wyznaczanie zwigzkéw konstytutywnych..............c.ccoccven.... 140
4.4.1 Quasi-statyczna proba jednoosiowego rozciggania............ccccoecveeveunnnn.... 141
4.4.2 Quasi-statyczna préba $cinania.........ccocveierinieniie i, 146
4.4.3 Przyktadowe wartosci modutéw sztywnosci dla wybranych materiatéw. 148
44.4 Wyznaczanie funkcyjnej postaci zwiazkdw fizycznych w materiatach
[F-{014 2 e o111 4" o1 RS S 149
4.5 Praca sit wewnetrznych i energia Sprezysta...........ccooeevveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 151
4.5.1 Praca i moc w ciatach odksztatcalnych............c..cooooiiiiiiiiciiicccci e 151
4.5.2 Energetycznie sprzezone miary odksztatcenia i naprezenia......c.............. 153
4.5.3 Praca i energia odksztatcenia sprezystego..........cccoeeveeicieeiiieccieeieeennn. 159
454 Zasada predkosci wirtualnych........cc.coooviiiiiiiiiiceee 160
4.6 Przyktadowe modele ciat nieliniowo-sprezystych............cccocevvioviviecvieenann, 164
4.6.1 Materiat Mooney'a—RivIiNa.........cooooviiiiiiiiiciiceece e,
4.6.2 Materiat neohooke'owski....................
4.6.3 Material Genta. s
4.6.4 Materiat Yeoh
4.7 Rozktad widmowy tensoréw Hooke'a
4.7.1 Twierdzenie o rozktadzie widmowym tensoréw sprezystosci.................. 173
4.7.2 Rozktad widmowy tensorow sprezystosci wedtug klas symetrii.............. 174
4.7.3 Rozktad widmowy ptaskich tensoréw sprezystosci wedtug klas symetrii. 187
4.7.4 Rozktad gtowny energii Sprezyste]........ccocvieeeueeeieeeeeeeeeeeeeeee e 190
4.8 WarunKiCauchy B0 s st murnsonisonsbasbissess 193

4.9 WarunKi BURZyNSKIEBO  csssuisumrimmmssssnmanosnissssssimnnsasssssnencisorsosassersaessasore 200



4.10 POASUMOWANI. ....eiiitiie ettt ettt e s 202
5 TEOTIA IINIOWE ceeusvimrmivsvusnssssusssmsavesmsnn s s eissnnsyt s e i e e e s s sseean 205
5.1 Linearyzacja teori. s ssusivsvsiseseosssssssvorinosmsmpsspesussasismssssssmivivssnmsivsosunvevnsss 205
5.1.1 LINTOWOSE B0 OMVCETYCZIVE cus s s simunsennsasssis s iusssvassssses a8 inyss ss ot covuvmes snas 207
5.1.2 LINTOWOSE FiZYCZN A 5xsuswsnsmsmssmusmsssmms aosamssssssessssssss s s e ass vowaVa SRR s oS e 55543 211
5.2 Rownania liniowej teorii SPrezystoSCi ... oo iiiieriiieiiiieniieeiie e 212
5.2.1 Rownania przemieszczeniowe Lamégo dla izotropii........ccccoeeveeeiiieennnee. 212
5.2.2 Réwnania naprezeniowe Beltramiego—Michella dla izotropii.................. 214
5.2.3 Komplet réownan liniowej teorii sprezystosci w krzywoliniowych
uktadach WspOtrzednyCh..........oooiiiiiiiii e 217
5.3 Metody rozwigzywania problemow liniowej teorii sprezystosci..........coeeen. 219
53.1 Poprawne postawienie problemu.........cccccieriiiiiini 221
5.3.2 Catkowanie zwigzkow geometrycznych........ccoccvvieniiieinicnccciinee e 223
5.3.3 Jednoznacznos¢ rozwigzania rdwnan rOWNOWaEi........cocceevveeieiiieenneeaans 224
5.3.4 Biharmoniczny rozktad przemieszczen.........cccocevvvciiieineciiiienniniincnne, 226
5.3.5 Metody odwrotne i pétodwrotne
5.3.6 Tensor naprezen Beltramiego i funkcje naprezen dla izotropowych
2agadnien StatyKi........ccooiiiiiee e
5.3.7 Potencjaty dla izotropowych zagadnien statyki
5.4 Zagadnienia ptaskie dla izotropii........coovirieieiiriiiiieee e
5.4.1 P1aski Stan NaprezZenia.........ccvciieiiiiiiiiei e e
5.4.2 Plaski stan:0aksZtalcenia..ovwsmsammmmmm e
5.4.3 Réwnania rzadzace zagadnieniami ptaskimi..........ccccocoeviiieiiieciccininiennn
5.4.4 Zastosowanie funkejiRity 80w smimmmmsm s
5.4.5 Zagadnienia ptaskie w uktadzie wspotrzednych biegunowych................. 245
5.4.6 Warunki brzegowe dla funkcji Airy'€g0........cccvveeveiiiiiicnicnieeencciee 253
5.4.7 |21 (oY o] o] 4V TSSOSO PPPPR P 257
5.4.8 Rozwigzania zagadnien ptaskich z wykorzystaniem potencjatéow
ZESPOIONYCN ... e 263
5.5 Fal@ SPIBZYSEO. ettt 274
5.5.1 Sferyczne fale sprezyste w materiatach izotropowych........c.coceeeeinne. 274
5.5.2 Plaskie fale SPrEzyste......cciiiiiiiiiiiiie e 279
5.5.3 F a6 D O BTZC T IOWIBk vy s s usmsss syasabs s s 45 bya Mo S S R EA S VS 293
5.6 Uogdlnienia teorii liNioWej:.:um s smmmsamems sy s s 308
5.6.1 Osrodek mikropolarny — teoria niesymetrycznej sprezystosci braci
COSTOTAL s s i or i e i s santsan s ssnnn Shenenars s nsnssenne s btd b L s e 308
5.6.2 Osrodek mikromorficzny — teoria drugiego gradientu Mindlina.............. 311
5.7 POASUMOWANIE. ...ttt ... 320
6 Twierdzenia eNergetyCzne........ciiiiuiieiiiiiiniiiiiciee s esrrere e s se s s s s enananssasans 325
6.1 Energia wewnetrzna i praca sit zewnetrznych..........ccovevieiiiiiiiiiecnien e, 326
6.2 Wektar strumienia) @Ne Tl s ssssnmssssssassoss aius i avasmss g s ey s 327
6.3 Zasada przemieszczen WirtUalnYehu o i sevssinensss nssssniiss s sasssanssisas 329
6.4 Twierdzenie Lagrange'a — minimum catkowitej energii potencjalne;j............. 332
6.5 Zasada naprezen WIrttalnych.. ..o 334
6.6 Twierdzenie Castigliano — minimum catkowitej energii uzupetniajace;j......... 337
6.7 Zasada wzajemnosci prac Bettiego—Maxwella.......cccccooiiiiiiiiiiicinin e 338
6.7.1 WZOry SOMIBIIANY....iiiiiiieeiiiiie et e e 340



6.8 Uwagi ogdlne do twierdzen energetycznych .......c.cocoooevieiiiiiiviiicciiiciiec, 343

6.9 MEtOdY WariaCyJNe. .. .cooiiii ittt 343
6.9.1 Y L= oL -1 2] 2= TSP 343
6.9.2 Metoda elementow SKOACZONYCh.......c.veeeviiiiiciiiee e 345
6.9.3 Metoda elementow bBrzeBOWYCh . ussusmvssmssmsisnismsssissssessmsssmis 349

7 Wybrane zagadnienia liniowej teorii SprezystoscCi.........cccvecurerieciemiinienienieininnnenenns 353

7 Zagadnienie KelVinas:s s m s s
711 Rozwigzania pochodne

7.2 Zagadnienie BOUSSINESOa. . c i iieeeiiieeiei et ettt et ee e e e e e e enee e
7.2.1 Potprzestrzen obcigzona réwnomiernie na obszarze kotowym................ 377
7.2.2 Potprzestrzen obcigzona rGwnomiernie na obszarze prostokgtnym........ 377

7.3 Zagadnienie CerrULIBEO. ... uui i it eiieiesciee ettt ettt e et e e e ere e e ervaeenne e 379

7.4 Zagadnienie LAmMEBGO0......coceiiuiiiiiiiiicei ettt 385
7.4.1 Szczegolne przypadki rozwigzan zagadnienia Lameégo..........ccceceeecvnrnnne. 387

7.5 Zagadiienie Flamailal s ssssmsesssmssosssssmussms s sy e s o0 ssuesigsin 389
7.5.1 Pétptaszczyzna obcigzona na brzegu sitg skupiong..........cccevveeiiieecennnn, 393
7.5.2 Pétptaszczyzna obcigzona na brzegu sitg normalng..........cccoceiviieiiieennen. 394
7.53 Pétptaszczyzna obcigzona jednorodnym obcigzeniem normalnym.......... 396

7.6 Zagadnienia KoNtaKtOWE. ........ccuiiiiiiiiiiii e 399
7.6.1 Zagadnienie SZtywnego StemMPla....c.coovieeiiiiiiiiiiiccee e 406

7.7 Zagadnienie dysku SCISKANEEO.....ccueiiiiiiiiiiiicie e 409

7.8 ZAZAODIEAIR KIPSENE snummsusommmsevesisssmmes s e VoV AR LV SRS SRS 415
781 Jednoosiowe rGwnomierne rozcigganie tarczy z otworem...................... 416
7.8.2 Dwuosiowe rownomierne rozcigganie tarczy z otworem..........c.ccceeennn. 419
7.83 Czyste Scinanie tarczy z OtWOre My s s s s 420

7.9 Zagadnienie PEKNIECIA. ....ccuiiuiierieiireee e 421

7.9.1 Rozwieranie pekniecia — obcigzenie typu L....c.ccccoviiiiiiiiieiiiiiieeeieeen 422
7.9.2 Scinanie w ptaszczyznie tarczy — obcigzenie typu H...........c.ccovvvererenns.n 429
7.9.3 Scinanie w ptaszczyZnie prostopadtej — obcigzenie typu Ill...................... 430
7.10 ROZCIGEANIE PrEEOW. ... eiiiiiiiiieiiie ettt 433
7,101 ROwNanie preta rozCigBanego.......oouue i it iiiiiiiieeiie e 437
7.10.2 Diganiia POANIZING PrEtaisssssmmeninsssess ssmsusss s sy s s R rs 438
711 Z I AN O PTEEO Whsmusnmmsassnssmmm sesssrsssss ey ey sy s s s s A Qs A SRR S B 447
7:11.1 Belka Bernoulliego=Fulera. . .cummsssssammavivis s 451
7.11.2 Drgania poprzeczne belkisoswmnsmmmmmmmesmsmsmmmmmms s s 459
TALE  WZOT ZIUrAWSKICEO: runsinisinsineniinmmssisimmiimnsbansasssonsinsnon sansmadinmnnsennsansshagonss 470
7.11.4 Belka TIMOSZENKI..ocuviiiiiiie ittt 473
7.12 SKIQCANIE PrEEOW. . ciiiiiiiiie ittt 479
7.12.1 Skrecanie pretow o przekroju kotowym i rurowym........cccccoevveiiiiiininnnn 486
7.12.2  Skrécanie pretow o przekroju eliptyCznym ... usssisvesssiussasvsmssasvsisanss 487
7.12.3 Skrecanie pretdw o przekroju tréjkata réwnobocznego.............cceeeueen. 488

7.12.4  Skrecanie pretow o przekroju prostokatnym
7.12.5 Rownanie preta skrecanego
7.12.6 Drgania skretne preta........ccceeeenn.

7.13 Teoria Pyt ZBINANYCH . ..ooiiiiiieie e
7.13.1 Sity przekrojowe w ptytach........cccoiiiiiiiiiiiii
7.13.2 Rownania rownowagi dla phyt. ..o




7.13.3  Teoria Kirchhoffa—Love'a — kinematyki ptyty cienkiej............c.cc.c.coenin 496
7.13.4 Zwigzki kinematyczne w ptytach cienkich............coooooiiii 498
7.13.5  Zwigzki konstytutywne w ptytach cienkich...........ccooeiiiiinnin, 499
7.13.6  Sily przekrojowe w izotropowych cienkich ptytach zginanych............... 501
7.13.7  Wozory transformacyjne dla sit przekrojowych........ccccccooiiiniiins 504
7.13.8 Réwnania réwnowagi dla izotropowych piyt cienkich.......cc..ccoeeirninnn 505
7.13.9 Warunki Brzegowe. ... .ccc.ooiiiiiiiiiic e 507
7.13.10 Rozwigzanie NaViera. s mssmsessesvsimmsmmossmsaessn e ssnasss sv s rsarssassmss 514
7.13.11 Izotropowe plyty kotowe i pierscieniowe...........ccceevieiiiieiiniiiiciienenes 516
7.13.12 Izotropowe plyty OSIOWOSYMELrYCZNEe. ....civmreivimivesvmmmmirsasmrmissmsorssssessnas 517
7.13.13 Drgania poprzeczne plyt cienkiehus: s s 518
7.13.14 Teoria zginania umiarkowanie grubych ptyt Mindlina—Reissnera............ 521
A Elementy rachunku tENSOrOWEEO0........uuviieiiiiiuiiriieiiniireesiiie e sssess s

Al Przestrzen wektorowa.................

A.2 Wektory kontrawariantne...........

A3 Wektory kowariantne.........cccoooeeeneiiiiinnicniiciies e
A.3.1 Baza dualna.......c.eeeeiiiiiiiiiii e

A.4 Przestrzen afiniCzna.......cccoieiieeiieee e

A5 Uktad wWspotrzednyeh . s oo e
A.5.1 Zmiana ukladu wspotrzednych.suremsamssmmsassmmrnasnmmmsenmss

A.6 Lokalna baza i kobaza ukfadu wspétrzednych
A.6.1 BAZA ORI . s wrwvres smms mmmommsiems msnammnmsneitis 65555558658 AR HARERRRREREHA S SRR TR ST T
A.6.2 KODAZA IOKAINA. 1ore s cuciianesamunmunsewnmnena ossmpmmmmesmsssmansss sese s s ssss 5o s ARHF 3355
A.6.3 Geometryczna interpretacja bazy i kobazy lokalnej..............occooiiiiiins 543

A.7 =T 4 EY e /U T PPN 544
A.7.1 HOCZYN IAAYCZNY. ...ttt 545
A.7.2 Rzad | TYP LEASOT AL s e snsmrmurmsuimmssmssmsiss srrsvs st s manstrsane sessammssns 547
A.7.3 Reguta transformacji sktadowych dla tensorow..........cc.ccoeeiiiiininnnn. 548
A.7.4 Tensory jako odwzorowania liniowe..........cc.ccoeviiiiiiine 550
A.7.5 Dziatania na tensorach

A.8
A.8.1
A.8.2
A.8.3 lloczyn skalarny.
A.8.4 Geometria rozmaitosci riemannowskiej — tensor metryczny...... ... 559
A.8.5 lloczyn skalarny w rozmaitosci riemannowskiej...........cccooeeeiiiiiiiiinnns 561
A.8.6 Tensor metryczny w przestrzeni euklidesowej........coooveiiiiiiiiniininne. 564
A.8.7 Sktadowe fiZyCZNe.msismmsssmsmss nmssm s s 565

A9 Absolutny:rachunekirdZniczkoOWY s ssmsrmmummnsmas s v 566
A9.1 Pochodna absolutna pola wektorowego..........ccccviviiiieiiiiiiniiniiiecniicns 568
A.9.2 Symbole Christoffela. ... 569
A.9.3 Pochodna kowariantna sktadowej kontrawariantnej pola wektorowego 572
A.9.4 Pochodna kowariantna sktadowej kowariantnej pola wektorowego....... 574
A.9.5 Sktadowe kontrawariantne pochodnej kowariantnej.............ccceeriiinneen. 575
A.9.6 Pochodna kowariantna pola tensorowego.........cccceceeeiveiiiinieiessiennenes 576
A.9.7 Operatory rozniczkowe dla pol tensorowych........c.cocoooviiiiiiiinniiinns 577



A.10 Réwnania liniowej teorii sprezystoéci w krzywoliniowych ukfadach

WSPOITZEANYCR. ..o
A.10.1  Ukfad wspotrzednych walcowych...........ccoooviiiiiiiiceieicciicce e,
A.10.2  Uktad wspodtrzednych sferycznych
Literat i ntam et e R T
Streszczenie
o e . T L T L. SO S S




